MATEMATICAS APLICADAS UNIDAD Il FUNCIONES

UNIDAD Il FUNCIONES
2.1 INTRODUCCION.

Generalmente se hace uso de las funciones en el manejo de cifras numéricas en correspondencia con
otras, debido a que se usan subconjuntos de los numeros reales. Las funciones son de mucho valor y
utilidad para resolver problemas de la vida diaria, problemas de finanzas, economia, estadistica,
ingenieria, medicina, quimica, fisica, astronomia, geologia y cualquier area social donde haya que
relacionar variables.

Definicién
La funcién es una expresidon matematica que indica la relacién o correspondencia entre dos o mas
cantidades o variables.

Elementos de una funcién

Una variable es un simbolo que representa un nimero dentro de un conjunto. Dos variables X y Y estan
asociadas de tal forma que al asignar un valor X entonces, por alguna regla o correspondencia, se asigna
automaticamente un valor a Y, se dice que Y es una funcidon de X. La variable X, a la que se asignan
libremente los valores se llama “variable independiente” mientras que la variable Y, cuyos valores
dependen de los valores asignados a la variable X, se le llama “variable dependiente”. Los valores
permitidos de X constituyen el dominio de definiciéon de la funcién y los valores que toma Y constituye su
recorrido.

Notacién de funciones

f(x) = la variable “f" es funcion de “x” ; “f’ es la variable dependiente y “x” es la variable independiente.
Z(y) = la variable “Z” es funcion de “y”; “Z” es la variable dependiente y “y” es la variable independiente.

K(h=5) = la variable “K” es funcion de “h” cuando h=5; K es la variable dependiente y h es la variable
independiente, 5 es el valor del dominio.

P (t) = 2t+5;
t=5;
P(t=5)=2(5)+5=15

P es la variable dependiente

t es la variable independiente

5 es el dominio de t (valor permitido de t)

15 es el recorrido de P (valor que adquiere P)

Desarrollo de una funcién

En la diversidad de aplicaciones de funciones en el quehacer cotidiano y profesional, una funcién puede
encontrarse desarrollada en diferentes formas. Utilizaremos tres formas comunes para desarrollar una
funcion:

a) Tabular (mediante el uso de tabla de datos)
b) Grafica (mediante el uso de curvas)
c¢) Ecuacion (mediante el uso de expresiones matematicas)

Por ejemplo, la velocidad de infiltracion en un suelo es un parametro que depende del tiempo de
infiltracion I(t). En este caso “I” es la velocidad de infiltracion y constituye la variable dependiente; y “t” es
el tiempo de infiltracion y constituye la variable independiente.

Durante una prueba de infiltracion en campo se obtienen datos medidos, datos de velocidad y tiempo, con
los cuales es posible realizar una tabla de datos de la siguiente manera:
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a) Esta es una tabla de datos que nos muestra la relacion que existe entre dos variables o bien, la funcién

de | con respecto at.

t (min) | (cm/h)
5 2.46
10 1.74
15 1.42
20 1.23
25 1.10
30 1.00
35 0.93
40 0.87
45 0.82

b) Estos datos tabulados pueden representarse también a través de una grafica, como se muestra mas

abajo.

Curva velocidad de infiltracion - tiempo
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c) Ahora bien, un modelo matematico que expresa esta relacion entre la velocidad de infiltracién y el

tiempo es el siguiente:
I =kt" donde;

| = velocidad de infiltracion
t = tiempo

k y n son parametros de ajuste que se obtienen de una regresion lineal.

Sik=5.5yn=-0.5, la funcién queda como sigue:

1=557%
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Ejercicios de utilizacion de las tres formas de presentacion de la funcién | (t)

1.- De acuerdo con la tabla de datos determine la velocidad de infiltracion a los 25 min.

Representaciéon matematica funcion
| (t=25 min)

Respuesta
I =1.10 cm/h cuando t=25 min

2.- De acuerdo con la grafica determine el tiempo en que se alcanzaria una velocidad de infiltracion de 1
cm/h.

Representaciéon matematica de la funcion
t (=1 cm/h)

Respuesta
t = 30 min cuando | =1 cm/h

3.- ¢ Cual seria la velocidad de infiltracién a los 80 min? Utilice el modelo matematico.

Representacion matematica de la funcién
I (t=80 min)

Respuesta
I1=5.5(80)""

| =0.61 cm/h cuando t = 80 min

4.- Con el mismo modelo matematico determine en que tiempo se alcanzaria una velocidad de infiltracion
de 0.2 cm/h.

Representacién matematica de la funcién

t(1=0.2 cm/h)
Respuesta
I1=557"

Se despeja t de la ecuacion anterior
1 - - 1
— =t obien ="
5.5 5.5

Se elimina el exponente de t (leyes de radicales y exponentes)

‘0«-5/1‘64\5 =-05 S
5.5
I
f=-05
5.5
)

(%
t:-0:5/(5)§ = °30.036 = [0.036] = 771min
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t =771 min cuando | = 0.2 cm/h

2.2 CLASIFICACION DE FUNCIONES

Las funciones pueden ser racionales e irracionales a las que también se les llama funciones algebraicas;
asimismo, existen las funciones trascendentes dentro de las cuales se ubican las funciones
exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Polinémicas
Racionales
Algebraicas | Irracionales
Funciones <

Exponenciales
Trascendentes < Logaritmicas
Trigonométricas
\
FUNCIONES ALGEBRAICAS

Funciones polinémicas

Son aquellas funciones cuya expresion algebraica es un polinomio, es decir, las funciones polinébmicas
tienen como dominio de definiciéon todo el conjunto de los numeros reales (R), puesto que a partir de una
expresion polindmica y sustituyendo el valor de x por el nUmero real que hayamos seleccionado, podemos
calcular sin ningun problema el numero real imagen. A continuacion se muestran algunos ejemplos de
funciones polinémicas:

f(x)=3x" -8x+10
f(x)=2x+3
f(x)=5

f(x)=2x>-5x+8

Funcion polindmica de grado 0 (cero)

Llamada habitualmente funcién constante, su expresion general es f(x) = b, siendo b un ndmero real
cualquiera. Su grafica es una recta paralela al eje X, situada a una distancia |b| (valor absoluto de b) del
eje X, hacia arriba si b > 0 y hacia abajo si b < 0. Si b = 0 coincide con el eje X.

f(x)=5 f(x)=0
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Funcion polindmica de grado 0
b=5
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Funcion polindmica de grado 1

Hay dos tipos de funciones polindbmicas de grado 1, la funcién lineal, cuya expresién general es
f(x) = mx, con a b= 0, siendo su grafica una recta oblicua que pasa por el origen de coordenadas (0, 0), de
modo que si a > 0 la recta esta inclinada hacia la derecha y si a < 0 la recta esta inclinada hacia la

izquierda.
Funcién polindmica grado 1 Funcion polindmica grado 1
f(x) =-2x f(x)=2x
0 — ‘ — ‘ ‘ 25
2 3 4 5 6 7 10
i \ ) /
-10 - 15 /
— =
-15 /
\ 5
-20 A\ 4
0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

El segundo tipo es la funcién afin, cuya expresién general es f(x) = mx + b, si b= 0 entonces su grafica es
una recta oblicua. El significado de “m” es equivalente al caso de la funcion lineal y recibe el nombre de
pendiente mientras que a la constante “b” se le llama ordenada en el origen.

M.C. JESUS ENRIQUE LOPEZ AVENDANO

PAGINA 21




MATEMATICAS APLICADAS

UNIDAD Il FUNCIONES

Funcién polinémica grado 1
f(x)=2x+5

Funcién polinomica grado 1
f(x) =-2 x+5

30 10

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M -20

Funcion polindmica de grado 2

Llamada también funcion cuadratica, su expresion general viene dada por f(x) = mx*+bx+c, con a b= 0.

Funcion polinémica grado 1
f(x) =2 x2+5

Funcién polinémica grado 1
f(x) =-2 x2+5

30 240
0 : e 210
230 1 2 5 6 7 8 9 10 1 180 /
60 \\ 150 Vo
120 /'/
90 ~

’\ 60
-150 30
-180 \ 0 9—/

f(x)
g
f(x)

8 9 10 M

Funciones racionales

Las funciones racionales son funciones obtenidas al dividir un polinomio por otro polinomio diferente de
cero. Para una unica variable x una funcion racional se puede escribir como:

donde y(x) y z(x) son polinomios y x es una variable indeterminada; el dominio de f (valores que f puede
tomar) consiste en todos los numeros reales excepto los ceros del denominador z(x). Existe la posibilidad
de encontrar valores de x tales que z(x) sea nulo. Por este motivo las funciones racionales estan definidas
en todos los numeros que no anulan el polinomio denominador. Las funciones racionales tienen diversas
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aplicaciones en el campo del analisis numérico para interpolar o aproximar los resultados de otras
funciones mas complejas.

Ejemplos:

f(x)= Dominio: todo numero real de x excepto x = 2

x—2
3x - )

f(x)= Dominio: todo nimero real de x excepto x = + 3
x> -9
x’ -8

f(x) = Dominio: todos los niumero reales de x
x*+4

Funciones irracionales

Una funcién irracional es aquella donde la variable independiente “x” aparece dentro de un radical o bien
elevada a un exponente fraccionario. A continuacion se muestran algunos ejemplos de este tipo de
funciones.

f) =" -3 = (x> -3)
Ux? =9 _(x*-9)°
3x

- 3x

fx)=

P
T

FUNCIONES TRASCENDENTES

Las funciones que no son algebraicas se llaman funciones trascendentes.
Son funciones trascendentales elementales las siguientes:

Funcidén exponencial:

f(x)=a*;a>0,a"1.

Funcién logaritmica:

f(x)=loga(x); @ >0, a* 1. Es inversa de la exponencial.

Funciones trigonométricas:

También llamadas circulares
f(x)=sen(x); f(x)=cos(x); f(x)=tg(x); f(x)=cosec(x); f(x)=sec(x) y f(x)=cotg(x)
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En los puntos siguientes de esta Unidad Il se revisaran las funciones polindbmicas dentro de las
algebraicas (lineal, afin, cuadratica y cubica) y las funciones trascendentes (exponencial, logaritmicas y

trigonométricas).

2.3 FUNCION LINEAL Y AFIN

Definicion.

Una funcion lineal esta dada por la ecuacion y =mx + b

Término dependient e

Termino independiente
L AL

U=ty +b

|
| Caonstante
Yariable independiente

Fendiente
variable dependiente

Grafica de una funcién lineal.

En la siguiente graficam =2 y b = 4, la funcion lineal queda:

y(x) =2x + 4
Grafica funcién y (x)

0 4
70 5 14
60 _ 10 24
50 // 15 34
>~ 20 / 20 44
30 = 25 54
20 30 64

w0l A"

0¥ ‘
0 5 0 15 20 25 30 35
X

donde m y b son numeros reales llamados
“pendiente” y “ordenada” respectivamente. Su grafica es una recta.
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Dada la ecuacion y=mx+b si m =0 entonces y = b, lo que indica una funcién constante, cuya grafica
es una recta paralela al eje X que pasa por el punto (0,b).

Grafica funcion y (x) X y

5 0 4
5 4
4 o o o 10 4
3 15 4
> 2 20 4
25 4
T 30 4

0 ‘

0 5 10 15 20 25 30
X

Si b = 0 entonces y = mx. Esta ecuacién tiene por grafica una recta que pasa por el origen de
coordenadas (0,0).

Grafica funcién y (x) X y

0 0

70 5 10
o | " 10 20
40 | 15 30
30 ] 20 40
20 - 25 50
101 30 60

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
X

APLI(}ACICN DE FUNCIONES LINEALES EN EL CAMPO DE INTERES DEL INGENIERO
AGRONOMO.

Ejercicio No. 1.- En un lote experimental para determinar la produccién de un cultivo dado en funcién de la
superficie se obtuvieron los siguientes datos:

Superficie (ha) | Produccién (ton)
(x) (v)
30
35
40
45
50
55
60
65
70
0 75

=2 |O|O|IN(O[OHWIN|—=
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a) Realice la grafica de los datos anteriores en un plano de ejes coordenados X, Y
b) Obtenga la ecuacion de la funcion

a) Realizacion de la Grafica.

Con los datos “x” y “y” de la tabla de datos se obtiene la siguiente grafica representada por una linea
recta.

Grafica de crecimiento poblacional de una rata de campo

80

70

60 - /4

50

A

40

30

Poblacion (ratas)

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M

Tiempo (meses)

b) Calculo de la ecuacién de la funcidn.

Para determinar la ecuacion de la funcién se parte de que la funcion es lineal, por tanto la curva es un
recta y la ecuacion deber ser del tipo y = mx +b

Para calcular el valor de la pendiente (m) se toman dos puntos cualesquiera de la recta y se muestran sus
coordenadas (X, y); si al primero se le denomina R1 y al segundo R2 las coordenadas para x=2 y y=35,
x=8 y y=65, se escribiria como sigue: R4 (2,35) y para R (8,65).

Datos Para calcular la pendiente (m) se utiliza la siguiente ecuacioén:
X1 = 2
y1 =35 V"N
X =38 Xy T X
Yo = 65
65-35 30 =
m=————_=—_=15 m=>5
8§8-2 6

Para conocer el valor de ordenada (b) se parte de la ecuacion general de la recta:
y=mx+b

Se toma cualquiera de los puntos (ya sea R; 0 Ry, o cualquier otro de la tabla de datos o de la grafica)

R, (8,65)
Yo = 65
Xo = 8
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se sustituyen los valores de “x” y “y” en la ecuacion general de la recta, quedando como sigue:
65=5(8)+b

Se despeja el valor de b

b=65-5(8)=65-40=25 b=25

conociendo el valor de la pendiente (m) y de la ordenada (b) es posible escribir la ecuacién general de la
funcion:

y=5x+25

Ejercicio No. 2.- La recta de una funcién pasa por los puntos A(40,56) y B(35,53.5).
a) Determine el valor de la pendiente de la recta (m)
b) Calcule el valor de la ordenada (b)
c) Escriba la ecuacion general que representa la funcién que pasa por los puntos Ay B.

a) Calculo de la pendiente (m)

V27N _ -
m 7x2_x1 1 =56 m:53.5 56: 2.5:0.5 m=35
35 35-40 -5
y2=53.5

b) Calculo de la ordenada (b)

Para conocer el valor de ordenada (b) se parte de la ecuacién general de la recta:

y=mx+b

Se toma cualquiera de los puntos (ya sea A o B)

A(40,56)

Y2 = 56

Xo = 40

se sustituyen los valores de “x” y “y” en la ecuacion general de la recta, quedando como sigue:
56 =0.5(40)+b

Se despeja el valor de b

b =56 —0.5(40) = 56 — 20 = 36 b=36

conociendo el valor de la pendiente (m) y de la ordenada (b) es posible escribir la ecuacion general de la
funcion:

y=0.5x + 36
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Ejercicio No. 3.- En el levantamiento topografico de un terreno, resulta que a los 20 m del punto inicial
existe una cota (elevacion) de 18.5 m y a los 60 m la cota (elevacion) es de 17.8 m. Determine el valor de
la pendiente natural del terreno entre los 20 y 60 m, y escriba la ecuacion de la funcion.

Datos

2
y2=17.8

c) Caélculo de la pendiente (m)

=Y = 17.8-18.5 _-0.7 _ 00175 m=-0.0175
X, =X 60 -20 40

d) Calculo de la ordenada (b)

Para conocer el valor de ordenada (b) se parte de la ecuacién general de la recta:
y=mx+b

Se toma cualquiera de los puntos:

(20,18.5)
Y2 = 18.5
Xo = 20

[T ]

se sustituyen los valores de “x” y “y” en la ecuacion general de la recta, quedando como sigue:
18.5=-0.0175(20) + b

Se despeja el valor de b

b = 18.5 — (-0.0175)(20) = 18.5 — (-0.35) = 18.5 + 0.35 b=18.85
conociendo el valor de la pendiente (m) y de la ordenada (b) es posible ef4ermr—rovwaaor—rgneral de la
funcion:

y=-0.0175x + 18.85

Ejercicio No. 4.- En una granja de puercos se analizé la Ganancia de Peso (GDP) en cerdos en su etapa
de crianza en funcién de la cantidad de alimento consumido y se obtuvo la siguiente tabla de datos:

Consumo GDP

(gramos) (gramos)
1000 325
2000 650
3000 975
4000 1300
5000 1625
6000 1950

a) Realice una grafica con los datos.
b) Mencione qué tipo de funcion es.
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b) Obtenga la ecuacion de la funcion que representa los datos obtenidos.

a) La grafica que representa los datos de la tabla es la siguiente:

1000 /
500 | /

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

ganancia de peso (g mos)

alimento consumido (gramos)

b) Especificar que tipo de funcién representan los datos tabulados.

Al graficar los datos se observa que representan una linea recta, por lo que es posible deducir que se
trata de una funcién lineal.

c) Obtener la ecuacién que representa la funcién.
Seleccionar dos puntos cualquiera de la gréfica o de la tabla, con sus respectivas coordenadas x,y, por

ejemplo podriamos tomar el punto 1 al que denominaremos C1 con sus respectivas coordenadas
C1(1000,325) y el punto 4 al que llamaremos C4(4000,1300).

Datos

X2 = 4000
y> = 1300

e) Caélculo de la pendiente (m)

m=r2 N = 1300 —325 _ 975 — 0.325 m=0.325
X, — X, 4000 —1000 3000

f) Calculo de la ordenada (b)

Para conocer el valor de ordenada (b) se parte de la ecuacion general de la recta:
y=mx+b
Se toma cualquiera de los puntos de la recta:

C4(4000,1300)
y2 = 1300
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X2 = 4000
se sustituyen los valores de “x” y “y” en la ecuacion general de la recta, quedando como sigue:
1300 = 0.325(4000) + b

Se despeja el valor de b

b = 1300 — (0.325)(4000) = 1300 — 1300 =0

conociendo el valor de la pendiente (m) y de la ordenada (b) es posible escribir la ecuacion general de la
funcion:

y = 0.325x

Ejercicio No. 5.- En un levantamiento topografico del perfil de un terreno obtienen los datos que a
continuacion se muestran en la tabla:

Estacion (x) Cota (y)
0 21.2
20 20.6
40 25.8
60 18.6
80 18.2
100 18.5

a) Dibuje el perfil del terreno en coordenadas x,y
b) Determine la pendiente natural del terreno en cada tramo y la pendiente general del terreno.
c) Escriba la ecuacion de la funcion para cada tramo

a) Grafica del perfil topografico del terreno

27

25
24 -
23 -
22 -
21 g\
20 -
19 -

18 ¢

0 20 40 60 80 100 120

Cota (m)

Distancia en X (m)

b) Calculo de la pendiente natural en cada tramo del perfil

Tramo 0-20

¥, =¥, L _206-212_-0.6_ m =003

m=-—-—— |
M.C. JESUS ENRIQUEM.OPEZ AVENDAREY ~— Y PAY PAGINA 30




MATEMATICAS APLICADAS

UNIDAD Il FUNCIONES

Tramo 20-40
m=22"N m=2287206 52 5 m =0.26
X, =X, 40-20 20
Tramo 40-60
m:yz_yl m:18'6_25'8:_7'2:—0.36 m=-036
X, =X, 60-40 20
Tramo 60-80
_J’z ¥, m:18'2_18'6:_0'4=—0.02 m=-0.02
X, =X, 80 -60 20
Tramo 80-100
m=22"0 m=1837182 03445 m = 0.015
X, =X, 100 =80 20
La pendiente natural en el tramo total 0 — 100
m=Y2 "V m:18.5—21.2 _ -2.7 — 0.027 m=-0.027
X, =X 100-0 100
c) Se determina la ecuacion de la funcién en cada tramo del perfil
Tramo 0-20
y=mx+ b b = 212
20.6 = (- 0.03)(20) + b
b=206+06=21.2
Tramo 20-40
y=mx+b b=154
25.8 =(0.26)(40) + b
b=258-104=154
Tramo 40-60
y = mx +b b = 402
18.6 = (-0.36)(60) + b
b=18.6+21.6=40.2
Tramo 60-80
y=mx+b b=19.8
18.2 = (-0.02)(80) + b
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b=182+16=19.8

Tramo 80-100
y=mx+b
18.5=(0.015)(100) + b
b=185-15=17

La pendiente natural en el tramo total 0 — 100

y=mx+b
18.5=(-0.027)(100) + b
b=185+27=21.2

Las ecuaciones son:

b=21.2

Tramo Funcién
0-20 y =21.2-0.03x
20 - 40 y=0.26x + 154
40 - 60 y =40.2 - 0.36x
60 -80 y =19.8 - 0.02x
80 - 100 y =0.015x + 17
0-100 y =21.2-0.027x
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA RESOLVER COMO TAREA.

1.- En una presa de almacenamiento se midié la presion hidrostatica a dos profundidades diferentes; la
primera a una profundidad (Z1) de 12 m, y la segunda a una profundidad (Z2) de 20 m. Las presiones

hidrostaticas medidas son de 117600 N/m2 para la primera profundidad y 196000 N/m2 para la segunda
profundidad.

a) Considerando que la relacion presién hidrostatica-profundidad es una funcién lineal, determine el valor
de la pendiente de la recta (m)

b) Calcule el valor de la ordenada (b)

c) Escriba la ecuacion de la recta

d) ¢ Cual seria la presion hidrostatica a los 30 m de profundidad?

2.- En la preparacion de una solucion fertilizante se obtuvo la siguiente grafica donde se relaciona la

cantidad de nitrato de potasio (KNOj3) que se debe aplicar dependiendo de la cantidad de solucién nutritiva
a preparar.

a) Determine la ecuacién de la recta que representa la funcion
b) ¢ Que cantidad de KNO; se debe aplicar a la solucion si se requieren 5000 litros de solucién nutritiva?

Cantidad de KNO3 requerido por litro de
solucion

1500.00

1250.00
"

1000.00

750.00 - /4/
500.00 - /

250.00
0.00

Cantidad de KNO3
(gramos)

(e}

T T T
S O O O O O
S U O v O O
u N O O N
-~ =~ & fc\\ll N N

250 |
500
750
1000 |
7250

Solucion nutritiva (litros)

3.- En un laboratorio de analisis de suelos y plantas se hicieron algunos célculos para determinar la
cantidad de Sulfato de potasio (K,SO,4) que se debe agregar a una solucién dependiendo de la cantidad

de solucion nutritiva (para un productor en particular) que se quiere preparar. Con la tabla de datos
obtenida:

a) Grafique los resultados.

b) Determine la ecuacién de la funcion.

¢) Mencione de qué tipo de funcion se trata.

d) Utilizando la ecuacion de la funcién calcule cual seria la cantidad de sulfato de potasio (K.SO,4) que se
deberia agregar si el tanque fertilizante tiene una capacidad de 800 litros.
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Solucion(lt) | KoSO, (gr)
250 2.80
500 5.60
750 8.40

1000 11.20
1250 14.00
1500 16.80
1750 19.60
2000 22.40
2250 25.20
2500 28.00

4.- Un agronomo responsable de una estacion agroclimatoldgica desea realizar una grafica que relaciona
la temperatura expresada en grados Fahrenheit y en grados Kelvin, esto le facilitaria la conversion de
unidades de temperatura en la realizacion de su trabajo. Si la ecuacion que relaciona ambas temperaturas
es la siguiente:

°F = °K*1.8 - 459.67

a) ¢Es una funcién lineal? Si o No. Justifique su respuesta (Mencione que caracteristicas tiene la funcién
para identificarla como lineal o no).

b) Si es una funcioén lineal ¢ Cual seria el valor de la pendiente (m) y cual seria el valor de la ordenada (b).

¢) Realice una tabla de datos y su respectiva grafica considerando una variacion de la temperatura desde
273.15°K hasta 373.15°K.
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2.4 FUNCIONES CUADRATICAS

Definicion.

Una funcion cuadratica es toda funcién que pueda escribirse de la forma f(x) = ax® + bx + c; donde a, b yc

son numeros cualesquiera con la condicidon de que “a” sea distinto de cero.

Reflexién: ¢ Que pasaria si a = 0? Obsérvese que el término cuadratico (x°) se
haria cero, por lo tanto la ecuacion representaria una funcion lineal.

NOTA: La caracteristica principal y que identifica a las funciones cuadraticas es su
término elevado al cuadrado.

Gréfica de una funcién cuadratica.

La funcién cuadréatica mas sencilla es f(x) = X% cuya grafica es una parabola.

X f(x) = x* 10
-3 9 9
-2 4 8
- 7
I E— N— /
1 1 \ 5 /
N 4 J
2 1 AN /
3 9 \ 2| /
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

Funciones cuadraticas mas complejas se dibujan de la misma forma:

f(x)=x*—2x- 3

X f(x) = x*-2x-3 f(x) = x2-2x-3

S

BN =|O|=
1
olw
(>R SOV S o))
L

N

[6)]
f(x)

(H-L(»J
I
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NOTA: La grafica de una funcion cuadratica es una parabola; dependiendo de los valores
que se le den a la x, puede resultar una parabola completa o una parabola parcial, como
en los casos anteriores.

OBSERVACIONES IMPORTANTES

Las parabolas de ecuacién y=ax2 tienen por vértice el punto (0,0) (Obsérvese la primera parabola
mostrada anteriormente).

Cuanto mayor sea el valor absoluto de “a” , mas cerrada sera la parabola, y viceversa, a valores absolutos

menores de “a@”, la parabola es mas abierta.

Reflexiéon: Realizar una reflexion con los alumnos acerca del significado de “valor
absoluto”, para garantizar el entendimiento de la expresion.

Paraa=5

4-3-2-101 2 3 4

X

-4 3 -2 A

Paraa=1

N B O

r T T O

1 2 3 4

Las ramas van hacia abajo si a<0 y hacia arriba si a>0.

(6]

a>0 50 4

()

X

-50 -
a<o

-4 -3 -2 J5( 2 3 4
-10 4
-15 1
-20 -
25
-30 -
-35 1
-40 -
-45
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NOTA: La forma de una parabola depende Unica y exclusivamente del coeficiente
“a” r;zlacionado con el término cuadratico “x i
y=ax“+bx+c tiene la misma forma que la parabola y=ax".

, es decir, cualquier parabola del tipo

EJERCICIOS DE APLICACION DE FUNCIONES CUADRATICAS

Ejercicio No. 1.- Utilizando la ecuacién de la funcion que abajo se senala, dibuje la grafica dando valores a

x desdeO hasta 5.

16 +x?
y —_
X y(x) 3.00
2.50 -
0 1.00 °
1 1.06 2.00
2 1.25
1.50
3 1.56
4 2.00 1.00 <>———0/
5 2.56 050
0.00
0

Obsérvese que la grafica es una parabola parcial; agregando valores a la x desde -1 hasta -5 se obtendria

la pardbola completa.
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Ejercicio No. 2.- Se debe excavar un tunel de 100 m de largo, la boca del tinel esta dada por la ecuacion
que abajo se indica, para x = 0 hasta 6.

x(6—x)
2

a) Grafique la funcidn para conocer la forma de la boca del tunel.
b) Estime el volumen de tierra y roca que hay que extraer en la construccion.

y(x) =

a) La entrada del tunel corresponde a una parabola como se observa a continuacion:

X y&) i
0 0
1 25 =4 o T
2 4 = / \
3 45 53 / \
4 4 3, / \
5 25 g / \
6 0 <1
0 T T v
0 1 2 3 4 5 6 7
Distancia horizontal del tunel (m)

Para determinar el volumen de material se debe calcular el area bajo la curva y multiplicarse por la
longitud del tunel. Para calcular el area bajo la curva se puede usar calculo integral, sin embargo, es un
tema que se vera mas adelante, por ahora, se usara un método de discretizacion del area, es decir se
dividira el area bajo la curva en partes mas pequefas, como se muestra en el dibujo siguiente:

5 Las areas achuradas bajo la curva corresponden a dos
451 de las formas geométricas en que se divide el area total
3‘;: bajo la curva, se calcula el area de cada una de las

N D partes como sigue:

2.5 B .

2 | E Area de figura A
15 | La figura A corresponde a un triangulo, por tanto, el area

14 se calcula con:

0.5
0 F bh
0 1 2 3 4 5 6 7 A=—
Distancia horizontal del tunel (m) 2

A = D25 =1.25m?

Area de figura B
La figura B corresponde a un trapecio, por tanto, el area se calcula con:

a=tyy
2

L = lado mas largo
A = lado mas angosto
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h = altura

_(25+4)
2

A 1) =3.25m’

Area de la figura C
Se calcula igual que la figura B:

_(4+4.5)

A (1) =4.25m"

Area de la figura D

_(4+4.5)

A (1) = 4.25m>

Area de la figura E

_(25+4)

A (1) =3.25m’

Area de la figura F
Es igual que la figura A

A= (1)(22'5) =1.25m?

Areatotal = 1.25 +3.25+4.25+4.25+3.25+1.25=17.5m’

Volumen = Area x Longitud = 17.5 x 100 = 1750 m*

Ejercicio No. 3.- El techo de un invernadero esta disefiado de tal forma que corresponde con la curva
dada por la funcion:

() = 2000 =25
Y 100

Con x tomando valores desde -20 hasta 20

Calcule el volumen del invernadero, si este mide una altura de 20 m en el punto central y tiene 50 m de
largo.

Primeramente se tabulan los datos de la funcién para x = -20 hasta 20, asi tenemos:
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X y(x)

-20 12.0
-15 15.5
-10 18.0

-5 19.5

0 20.0

5 19.5

10 18.0

15 15.5

20 12.0

Al graficar estos datos se obtiene la siguiente curva:

Altura del techo del invernadero (m)

e

N
an

10

//f:*\

N

[O)]

[»)

-25 -20 -15

-10 -5 0

5 10 15 20 25

Distancia horizontal del invernadero (m)

Obsérvese que el punto central del techo corresponde a la coordenada en x = 0 y la altura es de 20
metros, si el primer punto del techo tiene una altura de 12 m, significa que entre este y el punto centro
existen 8 m de diferencia, por tanto las paredes del invernadero tendran una altura de 12 m, para que la

altura total sea de 20 m como se especifica en el planteamiento inicial del ejercicio.

Altura del techo del invernadero
(

-25 -20 -15 -10

Distancia horizontal del invernadero (m)

-5

1‘0 1‘5 Zl) 2‘5
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Para calcular el area del frente del invernadero (area bajo la curva) se utiliza el mismo procedimiento que
en el caso de la excavacion del tunel, es decir el proceso de discretizacion del area bajo la curva y
calcular el area por partes.

(@)
Eo O p
] o

2 §
N
an

N

Altura del techo del invernadero (m)

-25 -20 15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Distancia horizontal del invernadero (m)

Las figuras de A y H se consideran triangulos y el resto se consideran trapecios, por tanto, el area de las
figuras Ay H es:

b=5;h=(15.5-12)=3.5

4=083) _g 45,2
2
El area de las figura By G es.

Ejercicio No. 4.- Calcular el volumen de concreto que se requiere para construir una caida de agua sobre
un canal, si la parte curva de la caida sigue la tendencia de la siguiente ecuacion:

ECUACION PENDIENTE

Ejercicio No. 5.-
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2.5 FUNCIONES EXPONENCIALES

Definicion

Una funcion exponencial es aquella que tiene la forma y(x) = b a* donde la base

a’ es una constante

positiva. Es importante mencionar que si la base de la funcién exponencial es mayor que 1, la grafica sera
ascendentes; y si la base se encuentra entre 0 y 1 la grafica sera descendente (pero en el cuadrante

contrario). Su dominio es (- o, ©) y su imagen (0, ).

Funcion exponencial Funcion exponencial
—nX —nX
y(x)=3 y(x)=3
0<=x<=3.5 0<=x<=3.5
50.000 ———— 1.000 ¢
a>0 / a>0
40000 ——— a<>0 / 0.800 - a<f
30.000 0.600
% =
> 20.000 | ™ 0.400 |
10.000 0.200
0.000 ‘ ; ; 0.000
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X
Algunas caracteristicas de las funciones exponenciales crecientes
a) El dominio es el conjunto de los numeros reales.
b) Elrecorrido es el conjunto de los numeros reales positivos.
c) Elvalorde “y” se acerca a cero pero nunca llegara a cero, cuando x toma valores negativos.
d) Todas las funciones intersectan al eje “y” en el punto (0,1).
e) Son funciones continuas.
f) Ellimite de y = a* se aproxima a cero, cuando x disminuye indefinidamente, estos es:
Lima*=0
X — 00
Algunas caracteristicas de las funciones exponenciales crecientes
g) Eldominio es el conjunto de los nUmeros reales.
h) El recorrido es el conjunto de los numeros reales positivos.
i) El valor de “y” se acerca a cero pero nunca llegara a cero, cuando x toma valores positivos.
j) Todas las funciones intersectan al eje “y” en el punto (0,1).
k) Son funciones continuas.
I) Ellimite de y = a™ se aproxima a cero, cuando x aumenta indefinidamente, estos es:
Lima™=0
X - 00
42

M.C. JESUS ENRIQUE LOPEZ AVENDANO PAGINA




MATEMATICAS APLICADAS

UNIDAD Il FUNCIONES

Ejercicios de practica para que el alumno obtenga el cuadro con datos y realice la grafica, a partir de la
ecuacion de la funcion.

1.- Partiendo de la funcion y(x) = 2* obtenga la tabla de datos considerando a x mayor que -6 y menor que
6. Una vez realizada la tabla de datos, dibuje la grafica correspondiente.

Tabla de datos

Grafica de la funcion

X y(x)
6 64.000
5 32.000
4 16.000
3 8.000
2 4.000
1 2.000
0 1.000
-1 0.500
-2 0.250
-3 0.125
-4 0.063
-5 0.031
-6 0.016

y(X)

Funcion exponencial

y(x)=2%
-6<=x<=6

o4 U000

T~

4O U0

7 6 -5 4 -3 -2 -1 0

=44 O9Yuo

2.- Partiendo de la funcion y(x) = 2* obtenga la tabla de datos considerando a x mayor que 0 y menor e

igual que 6. Una vez realizada la tabla de datos, dibuje la grafica correspondiente.

Tabla de datos

X

OO0k, WN -0

y(x)
1.000
2.000
4.000
8.000

16.000
32.000
64.000

Grafica de la funcion

y(x)

70.000

60.000 -
50.000 -

40.000

30.000 -
20.000 -

10.000
0.000

Funcion exponencial

y(x)=2"

0<=x<=6
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3.- Partiendo de la funcién y(x) = 2* obtenga la tabla de datos considerando a x menor que 0 y mayor e

igual que -6. Una vez realizada la tabla de datos, dibuje la grafica correspondiente.

Tabla de datos

X y(x)
0 1.000
-1 0.500
-2 0.250
-3 0.125
-4 0.063
-5 0.031
-6 0.016

Grafica de datos

Funcion exponencial

y(x)=2"
-6<=x<=0

oo

uuuuuu

3.- Partiendo de la funcion y(x) = 1* obtenga la tabla de datos considerando a x mayor o igual que 0 y

menor o igual que 6. Una vez realizada la tabla de datos, dibuje la grafica correspondiente.

Tabla de datos
X y(x)

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

O WN-~O0O

Observe e la fu
exponenc se con
en una nstante
coincide en la coordenada
“y” con el valor de la base.

Grafica de la funcion

y(x)

2.0

Funcion exponencial

y(x)=1%

0<=x<=6

1.5 4

1.0 ¢

0.5

0.0
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4.- Partiendo de la funcién y(x) = 0.5* obtenga la tabla de datos considerando a x mayor o igual que 0 y
menor o igual que 5. Una vez realizada la tabla de datos, dibuje la grafica correspondiente.

Tabla de datos Gréfica de la funcion
X y(x) g ~
0 1.000 uncién exponencia
1 0.500 y(x)=0'5x
2 0.250 0<=x<=6
3 0.125
4 0.063 1.200
5 0.031 000
6 0.016 :
0.800
X 0.600 -
>
0.400 -
0.200 -
0.000 ‘
0 1 2 3 4 5 6 7
X

IMPORTANTE: Las curvas de funciones exponenciales son asintéticas al eje x. Es decir, se acercan al eje
pero nunca lo tocan.

APLICACION DE ECUACIONES EXPONENCIALES EN TEMAS DE AGRONOMIA

Ejercicio No. 1 .- El crecimiento de un cultivo de bacterias es tal que a cada hora se duplica el numero de
las mismas. En estas condiciones si habia 1000 bacterias al iniciar el experimento, el numero habra
aumentado a 2000 después de una hora, 4000 después de dos horas y asi sucesivamente. Registrando
los datos en una tabla:

t y(t) Donde t es el tiempo en horas y y(t) es el nUmero de bacterias presente en el cultivo
0 1000 | en el tiempo.

1 2000

2 4000 a) Encuentre la ecuacion de la funcidn que representa los datos de la tabla.

3 8000 b) Una vez determinada la funcion, calcule la poblacion de bacterias que habra
4 16000 en 24 horas.

c) Realice la grafica de la funcion.

a) Ecuacion de la funcion

Para encontrar la ecuacién de la funcién, primeramente se determina el valor de “b” de la ecuacién  y(t) =
b a'

Recordando las propiedades de los exponentes, cualquier valor base elevado a la cero es igual a 1, por
tanto, para el tiempo inicial (t = 0) el valor de a* = 1 independientemente del valor de “a”. La ecuacion
quedaria entonces:

y(t) =1000 parat=0

1000 = b (1) = 1000
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Posteriormente se determina el valor de la base (a) para cualquiert <> 0

Parat=1

yt)=ba

Recordando las leyes de los exponentes, cualquier base elevada a la primera potencia (1) resulta en el

mismo valor de la base, por tanto:
a'=a'=a

y(t)=ba
a=y(t)/b

a=2000/1000 = 2
la ecuacion de la funcion seria entonces:
y(t) = 1000 (2)'

b) Una vez determinada la ecuacion de la funcién se calcula la poblacion que habra a las 24 horas de
tiempo.

y(t) = 1000 (2)** = 16,777,216,000 bacterias

¢) Realice la grafica de la funcién

Crecimiento de una poblacién de bacterias
18000
- 16000
S 14000
< 12000 //
S 10000 —/
S 8000 /
g 6000 /
€ 4000
% 2000
0! : :
0 1 2 3 4 5
Tiempo (horas)

Ejercicio No. 2.- El crecimiento de una plaga de chapulines sigue un crecimiento exponencial que puede
ser modelado por la ecuacion A(t) = Ao e . Si inicialmente habia 1000 chapulines y después de un dia la
poblacion de estos aumenta a 1800.

a) Encuentre el valor de k para contar con la ecuacion de la funcién completa.

b) Grafique parat=0 hasta 10

c) Cuantos chapulines habra en el cultivo a los 30 dias

d) Cuanto tiempo tendra que pasar para que la poblacion sea de 10,000 chapulines.
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Datos del ejercicio:
Poblacion inicial = 1000 cuando t = 0, por tanto Ao = 1000
El exponencial (e) es un valor constante = 2.7183 redondeado a 4 cifras.

El expon%ncial sigue las mismas leyes que los exponentes, es decir, al multiplicar k por 0 el valor es 0, por
tantolae =1

A(t) = 1000 (1) = 1000 parat =0
a) Caélculo del valor de k

Para obtener el valor de k se toma el valor de t = 1, sustituyendo los valores del problema en la
ecuacion del modelo, esta quedaria como sigue:

A(t=1) = 1800 chapulines

Ao =1000

t=1

1800 = 1000 e “" ; el exponente de la e quedaria k*1 = k; se despeja el valor del exponencial (€)

e *=1800/1000=1.8

Para encontrar el valor de k se aplica la funcién inversa de la exponencial (e). La funcion inversa en
cuestion es el logaritmo natural o logaritmo neperiano (Ln).

Ln (e) = Ln (1.8)

El Iny la exponencial (e) se eliminan quedando como sigue:
K=Ln(1.8)=0.588

La ecuacién que representa a esta funcion es entonces:
A(t) = 1000 e'*%*

b) Grafica de la funcién considerando t = 0 hasta 20

Tabla de datos
t A(t) Crecimiento de una poblacién de chapulines
0 1,000
2 3,241 140,000,000
2 10,507 g 120.000,000 /’
6 34,056 3 100,000,000
8 110,388 g 80,000,000 /
10 357,809 ?:o’ 60,000,000 /
12 1,159,797 8 40,000,000 J
12| 3,759,345 2 50,000,000 J
16| 12,185,476 R N
18 39,497,790 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
20| 128,027,453 .
Tiempo (dias)
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¢) Calcular la poblacién de chapulines a los 30 dias.
t =20 dias

A(t) = 1000 8829 = 45 809,406,038 chapulines

d) Para determinar el tiempo en que se tendrian 10,000 chapulines
Datos:

A(t) = 10,000 chapulines
K =10.588

Se sustituyen los datos en la ecuacién obtenida para esta funcion
10,000 = 1000 e ©*%Y

Se despeja el valor del exponencial

10000 — e(0'588t) -
1000

10

Para sacar el valor del exponente de la base “e” se utiliza la funcion inversa, que en este caso
corresponde al logaritmo neperiano o logaritmo natural (In), lo cual me dara el valor del exponente
dentro del paréntesis.

0.588t=1In(10)=2.3

0.588t=2.3

Despejando el valor de t

t=2.3/0.588 = 3.9 dias

Lo cual se puede verificar en la tabla de datos, donde se observa que para t = 4 la poblacion

apenas rebasa los 10,000 individuos de poblacion.

Ejercicio No. 3.- En un estudio forestal para determinar la curva biolégica del algarrobo blanco (Prosopis
alba) se dedujo la siguiente funcion logistica de crecimiento (tipo exponencial):

66.77

W donde y(t) es el crecimiento radial del tronco del arbol en funcién de t
+3.77e ™

() =
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a) Obtenga la curva bioldgica de crecimiento de esta especie, considerando t = 1 hasta 100 afios

Tabla de datos de la funcion

t

1
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

y(t)
14
18
22
26
31
36
41
46
50
53
56

Gréfica de la funcion

Crecimiento radial (cm)

60

50 -

40
30
20

10

0

Crecimiento radial de algarrobo blanco

/

/

/

’/0/

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Tiempo (afios)

Ejercicio No. 4.- En un estudio para determinar la poblacidon de codornices de una zona se obtuvo que la
funcién que representa el crecimiento poblacional es el siguiente:

49.042

o) =

49.042

ol

Q = poblacioén de codornices
Q, = poblacién inicial de codornices

t =es el tiempo

=

Considerando una poblacion inicial (Qo) de 5 codornices, determine la tabla de datos considerando t = 0
hasta t= 10 meses

Q(t)

~N | On

16

20

25

29

33

37

40

Poblacion (codornices)

Curva de crecimiento poblacional en codorniz
45
40 - >
35 |
30 -
25
20
15 /
10 =
5 1/

0 2 4 6 8 10 12

Tiempo (meses)
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2.5 FUNCION LOGARITMICA
Definicion: Se llaman funciones logaritmicas a aquellas funciones de la forma:
y(x) = loga (x)

donde “a@” es una constante y se denomina base del logaritmo.

El logaritmo es la funcién inversa de la exponencial
y=logs (x) siysélosi x=a’

La gran ventaja de las funciones logaritmicas consiste en que crecen mucho mas despacio que los
propios numeros. En base 10 por ejemplo, mientras “x” recorre desde 1 hasta 1 billon (1012), mientras que
logio (x) solo recorre desde 0 hasta 12. Por eso proporcionan una escala adecuada para medir
magnitudes cuyos rangos de variacion son grandes.

Propiedades de la funcion logaritmica

a) loga (xy) = loga X + loga y

b) loga (x/y) = loga X — loga ¥

c)log.1=0

d)logz;a=1

e) loga (y*) = x loga y

f) loga (1/x) = loga x

g) Si a > 1 la funcién logaritmica correspondiente es estrictamente creciente; y si 0 < a < 1 entonces es
estrictamente decreciente.

h) Para base a > 1 la funcion logaritmica no esta acotada superior ni inferiormente.
i) Para la base 0 < a < 1 tampoco esta acotada.

En las siguientes figuras se muestra la grafica ascendente y descendente:

Grafica ascendente Grafica descendente
a>1 O<ac<1
5 0 : ‘ ‘ ‘ ‘
(I) 20 40 60 80 100 120

| /KM/’”
el )
NS
6 \\‘\
0 T,

0 20 40 60 80 100 120 -7
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Los logaritmos decimales son de base 10
Los logaritmos naturales o neperianos son de base e = 2.7183

APLICACION DE ECUACIONES LOGARITMICAS EN TEMAS DE AGRONOMIA

Ejercicio No. 1.- Un vendedor de productos agroquimicos se maneja con una ecuacion de oferta igual a:

40

X
log| 10+ —
g[ 25}

a) Tabule y grafique la funcién considerando t = 0 hasta 450 para cada 50 productos.
b) ¢ A qué precio el vendedor ofreceria 160 productos?
c) Especifique si la funcién es ascendente o descendente

P(x) =

a) Tabulacion y grafica de la funcion

Tabulacién de datos Gréfica de la funcion
X P (x)
0 40.0 40.0

50 371
100 34.9 35.0
150 33.2
200 31.9
250 30.7 300
300 298 —e
350 29.0 25.0 -
400 28.3
450 27.6 20.0 |

0 100 200 300 400 500

b) Precio al que venderia los 160 productos.

40
P(x)=—F—-"5
160
logl 10+ ——
25
P(x) = _40 . $32.90/ envase
1.2148

c) Especificar si la funcion es ascendente o descendente

La funcién es descendente
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